MA2115 Clase 10: La Ecuaciéon de Bernoulli. Método de
separacion de variables

Elaborado por los profesores
Edgar Cabello y Marcos Gonzalez

1 La ecuacion de Bernoulli

La ecuacion de Bernoulli es una EDO de la forma

dy

d—-l-P(x)y:f(X)yn, n#0,n#1. (1)
x

La substitucién w = y! ™ conduce a una ecuacién diferencial lineal

dw _,dy
(1= n=
dx (1=n)y dx
dy I ,dw
utd) I il 2
dx 1—ny dx @
Substituyendo (2) en (1),
y'odw n
— P — .
TPy = £y
Dividiendo por y" obtenemos
1 dw lon

1-n

Multiplicando por (1 —n) y sustituyendo y' " = w obtenemos

dw

— 4+ (1 =n)wP(x) = (1 —n)f(x).

dx
Es decir, mediante la substituciéon w = yl’”, hemos reducido la ecuacion de Bernoulli (1), a una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden, a saber,

(= m)P(xw = (1= n)f(x). 3)

Ejemplo 1 Resolver 2xyy = 4x*+ 3y



Solucién: Dividiendo por 2xy la ecuacién 2xyy = 4x% 4 3y?, obtenemos

1/2

la cual es una ecuacién de Bernoulli. Sea w = y?, de donde y = w'/2. Entonces

dy _dydw _1 _ipdw
dx dwdx 2 dx’

d 1 d
Substituyendo d_y = Ew_l/ 24" en la ecuacion diferencial, obtenemos
x X
1 _ypdw 3 4p —-1/2
- —_——— =2 )
ZW dx 2xw i
Multiplicando por 2w!/2, obtenemos la ecuacién lineal
dw 3
— — —w=4x.
dx xw *

de donde

1
Ejemplo 2 Hallar la solucién de 6x*dy —y (2y3 +x) dx=0,y(1)= X

d
Solucion: Para x # 0, _2L (2y3 +x) =0, de donde
dx 6x2

y asi, obtenemos la ecuacion de Bernoulli

dy 1 1 4
dx 60 3x2
. . -3 ., . dw w 1 e .
Haciendo el cambio w = y -, la ecuacién viene a ser T + w2 Mulitiplicando por el factor
X X X

: 1
integrante p1(x) = ¢/ %% = \/x = x'/2, obtenemos

1/2_ — 12, — _,—3/2 _< 1/2 )—_ 3/2
X + =x w X <~ Xw X 5



de donde
X2y = /—x3/2dx —ox /2 +C.

2 C 24C
Asi, w = p + == + \/‘ , y por lo tanto la solucién general es y> = =77 C \/_ Usando la condicion
11 1
inicial y(1) = >3- 25C de donde C = 6y, finalmente, y° =57 6 16U

Ejemplo 3 Halle la solucion general de y (6y2 —Xx— 1) dx+2xdy = 0.

Solucién: y (6y2 —Xx— 1) dx+ 2xdy = 0 agrupando términos
2xdy — y(x + 1)dx + 6y*dx = 0 vemos que lo que tenemos es una ecuacién de Bernoulli.
Dividiendo por y*, obtenemos

2xy 3dy —y 2 (x+1)dx = —6dx.
ydw
Sea w = y~2. Entonces, dw = —2y 3dy = dy = s Substituyendo en la ecuacion, obtenemos

2xy 3y dw

3 —y 2(x+1)dx = —6dx.

Es decir, xdw + w(x + 1)dw = 6dx. Dividiendo por x esta ecuacién se convierte en la ecuacién lineal
dw~+w(1+x"")dx = 6x'dx. Mulitiplicando por el factor integrante i (x) = e/ (1+x7D)dx — ye¥, obtenemos

xe'dw+we' (x+ 1)dx = 6e*dx = xwe* = 6¢* 4 C.

Como w =y~ 2,y*(6+Ce™) = x.
»dy
Ejemplo 4 Halle la solucion general x* I — +y* =xy.

Solucién:2
dy vy y dy 1 L,
— 4+ === = ——y=——y". S =
dx+x2 X dx xy xzy caw=y

1=2 — y=1_ Entonces

dw pdy _dy  odw
dx Y dx:>dx_ ) dx

de donde nos queda la ecuacién

2dW 1 1 2
VETY T TR
dw 11 B 1
dx  xy 22

dw 1
E—f—;w = ;hneal

o d.
factor integrante, i (x) = ¢/ ¥ = x por lo cual,



xdw+wdx = —dx
X
1
d(xw) = —dx=xw=Inx+C
X
1 B Inx+C
y  x
X
Y= Inx+C

d
Ejemplo 5 Resolver xd—y + 6y = 3xy*/3.
X

dy 6 4
Solucion: d_y + —y = 3y*/3. Bernoulli con n = 3 Sea w = yl’% =y 1/3 luego y = w2 derivando
X X

d dy 6 d 6
obtenemos, S —3w’4—w substituyendo en £ +—y= 3y4/3 obtenemos, —3w*4—w +-wB3=3w"t=>
4 6 X i 2x dx x dx x
—3d—w +-w=3= — — Zw=—1.Ecuacién lineal de ler orden cuya solucién es w = x +Cx?> = y 13 =
X x X X
x+ Cx? |
A (x+Cx?)3"
Ejemplo 6 Resolver \/yy' +y3/? = 1; y(0) = 4.
Solucién: /yy' + y/2=1=y +y=y"1/2 Bernoulli.
d 3 d 2d
| Sea w= yl_(_l/ 2) — y3/'2; d—: = Eyl/ 2'£C entonces /yy' = gd—: Asi, substituyendo en la ecuacién
original obtenemos la ecuacion lineal de primer orden
2dw i N dw . 3 3
——tw= —+-w==.
3 dx dx 2 2

. "3 3
Factor integrante fi(x) = e/ 24* = ¢3*

e%xw:e%x—i—C,C eR
W= 1+Ce*%x.

Como w = y3/ 2 se tiene
3.7\ 2/3
y= <l —l—Ce*?x) .

2/3
Usando la condicién inicial y(0) =4, 4 = <1 —I-Ce’%(o)) =4=(1+C)>*P=Cc=1.
Solucién: 23
y= (1 + 7e*%x)

4



Ejemplo 7 Sea .# la familia de curvas C, en el plano XY, tales que la ordenada de la interseccion de la

recta tangente a C en un punto cualquiera P de C con el eje Y es proporcional al cuadrado de la ordenada
de P.

a) Demuestre que la familia % se puede modelar a través de la ecuacion diferencial

d
_yx_y = _Ky27

K cR.
dx <

b) Halle la solucion general de la ecuacion diferencial de la parte a).

Solucion: a) Sea P(xp,yo) un punto cualquiera en C. La ecuacion de la recta tangente a C en el punto

P(x0,y0) €s
dy( )
—yo = —(x—x
y—Yo dx 0)

d
esta recta corta al eje Y en el punto (0,b) donde b = yy — d—zxo es proporcional a y(z) de modo que b = Ky(z),

para algin K € R. Entonces tenemos que

dy
10 =Y~ b = yo— Ky = y'xo — yo = —Kyj,
y como yo = y(xp), .
d—yxo = y(x0) — Ky(x0)*para todo x;.
x
b) La ecuacién diferencial es
dy 2
oW | - _K
dxx y y
A P R
dx x X
d 1d
Ecuacion de Bernoulli (n = 2). Sea z = y1_2 =y l= e_ 9 de donde
dx 2 dx
ldy 11 K
y2dx xy = x
dz z K
dx x = x
factor integrante p(x) = el =x.
d
— = K
--(x2)
xz = Kx+A
T~ KxtA
y
B X
y = Kx+A



Ejemplo 8 Sean ay b constantes positivas y sea u una solucién de y' = ay —by?, con y(0) = yo. Demuestre
que si yy < 0 entonces u no estd acotada.

Solucién: y = ay — by?> =y —ay = —by? Bernoulli n = 2.
Seaw=y ;W =—y~2y. Luego
—y 2y +ay~' =b=w +aw = b Lineal
Sea p(x) = e/ ¥ = ¢ Asi, (e®w)’ = be™

b
ew = [be™dx = —e™ + C entonces
a

b_}_Cl ae™
w=—+—Iluegoy= ———;
a e g0y be® +aC
a
Yo=y(0)=7— = >0 i
eax O
Luegoy:—b oy — 0.
Eax+)1_0_5

. 1 b b
Si yg < 0 entonces — — — < 0y como e**— > 0.
Yo a a
Puede suceder que el denominador se anule, por lo tanto, y no estaria acotado. Mds preciso, si xg =

1 a
—1In <1 — —) entonces
a byo

lim y = oo
X—Xo

2 Método de Variables Separables

La ecuacion diferencial

2 % )
es separable. De (4) se tiene
h(y)dy = g(x)dx. (5)
Siy = f(x) es solucién de (5), entonces
dy

pero dy = f'(x)dx. Asi,
/h(y)dy: /g(x)dx—i—C.

Ejemplo 9 Resuelva la ecuacion diferencial 2 senycosxdx + cosysenxdy = 0.

6



Solucion: Tenemos que

2senycosxdx + cosysenxdy =0

& 2senycosxdx = —cosysenxdy
COSX Ccos
220y = 22y
senx seny
cos Ccos
o2 / COSX e = — [y
senx seny
< 2ln|senx| = —In|seny|+InC
& Infsenx|? + In|seny| =InC
& sen’x- seny = C,
de donde seny = ——>—, con lo cual
sen-x

ean)’ x££k, k=1,2,3....

<
y = arcsen
S

Ejemplo 10 Resuelva la ecuacion diferencial x*dx+ (y+ 1)*dy = 0.

Solucion: Tenemos que

Cdx+(y+1)dy = 0

sxdx = —(y+1)3%dy
(i)/x3dx =3 —/(y+1)2dy+C
4 3
X (y+1)
i C.
4 3 I

d
Ejemplo 11 Resuelva el problema de valores iniciales d_y =xy+x—2y—2, cony(0)=2.
X

d d
Solucion: A la ecuacion d_y = xy+x — 2y — 2 la podemos escribir como d_y = (y—2)(y+1). Separando
x X

d
variables tenemos que yl = (x—2)dx, de donde

d 1
/y+—y1 :/(x—Z)dx:>1n|y+1| = 5@ -2 4C.

1
o equivalentemente y + 1 = exp (Exz — 2x—|—C). Substituyendo el valor inicial y(0) = 2 en la dltima

ecuacion, obtenemos 3 = ¢€, de donde C = In3 y, finalmente,

1
y= eXp (5)62 —2x—i—ln3> .



2 dy 41

Ejemplo 12 Resuelva el problema de valores iniciales x* dx 3241 cony(1) =2.
d 24+1 d
Solucién: Multiplicando por 3y> + 1 a la ecuacién x*>— y_xr+ obtenemos x?(3y? + 1)—= Y2 +1,
dx 3y2 +1’ dx
dy _ ¥ +1

y ahora dividiendo entre x?, tenemos que (3y” 4 1)-——

y >—. Esta dltima ecuacion es equivalente a
x x

1
(3y* +1)dy = (1 + —2) dx, e integrando, obtenemos
X

3 1
y+y=x—-+C.
X
Usando la condicién y(1) = 2, tenemos que C = 10 y, finalmente,

1
Y +y=x—-+10.
X
Ejemplo 13 Resuelva el problema de valores iniciales 2x(y + 1)dx — ydy = 0, con y(0) = —2.

1
Solucion: Podemos expresar la ecuacién 2x(y + 1)dx — ydy = 0 como 2xdx = (1 — ?) dy, siempre
y

que y # —1. Integrando obtenemos x> = y—In |y+1]4C, cony# —1. Usando la condicién inicial tenemos
que 0= —2—1In|— 1|+C, de donde C = 2 y, finalmente, la solucién del problema es x> =y —In |y + 1| +2.

2

Ejemplo 14 Determinar las trayectorias ortogonales a la familia de elipses centradas en el origen — +
a
2
Yo . .
i 1, cuyo didmetro mayor es tres veces el didmetro menor.

Solucion: Tenemos dos casos: a > b 6 a < b. Resolvemos sélo el primero ya que el segundo es comple-
tamente andlogo. Recordemos que los diametros de las elipses estan dados por 2a y 2b, respectivamente.

8



Gréfica de la elipse Z—i + Z—i =1.

Si a > b entonces la condicion del enunciado nos dice que a = 3b. Substituyendo esta tltima relacién
en la ecuacion de la elipse, obtenemos

de donde

X 4+9y? =9 =C.

Derivando implicitamente se tiene que 2x + 18yy’ = 0, de donde x+9yy =0y asi y = —91. Las trayec-
y

d 9
torias ortogonales provienen de d_y = _y’ es decir, xy) —9y = 0. Pero
X X
d dx
xy =9 a_ 9—
y X

< Inly| =9In|x| +1n|C|
& Inly| =InClx]’ < y(x) =Cx°.



-7 s _ A 10-5 —10-7
A 10 A 10 A 0.01 A 1 A=1 A=0.01 A=10 A=10

2
Gréfica de las elipse 9"—;2 +n=1
Griéfica de las curvas y = Ax’.

Ejemplo 15 Una curva de ecuacion cartesiana 'y = f(x) pasa por el origen; por un punto arbitrario de la
curva, en el primer cuadrante, se trazan rectas paralelas a los ejes coordenados que forman un rectdngulo
con ellos. La curva divide al rectdngulo en dos regiones A y B, siendo A la region superior y B la inferior.
Si el drea de A es nveces el drea de B, y f(x) es una funcion creciente en el primer cuadrante, hallar f(x).

Solucion: La condicién que el drea de A sea igual a n veces el drea de B, puede ser expresada en

términos de integrales mediante
X

f () — /0 " F()dt =n /0 Flt)dt.

10



Derivando se tiene que f(x) +xf’(x) — f(x) =nf(x) y asi xf'(x) = nf(x). Como y = f(x), obtenemos

la ecuacion diferencial xy’ = ny, es decir, I = nX. Por lo tanto,
X X

dy 'y dy dx

dx x vy
< In|y| =nln|x|+1In|C|
= yzClx”.

Como f(x) es creciente, tenemos que C; > 0, de donde f(x) = Cjx".

Ejemplo 16 Hallar las ecuaciones de las curvas tales que los segmentos de cada tangente comprendidos
entre los ejes de coordenadas queden divididos en dos partes iguales por el punto de tangencia.

y

N

ol x M
Solucién: Sea P(x,y) un punto sobre la curvay MN la tangente en ese punto. Por semejanza de tridngulos
oM = 2x

ON = 2y

d
D s 1a pendiente de la tangente en (x,y). Luego,

dy__ON_ y
d«x  OM  x

Se usa el signo negativo porque el dibujo muestra la pendiente negativa:

d d
@y _ %X = Iny+Inx=InC = In(xy) =InC = xy =C.
X X

Correcciones y graficos: Boris Iskra
May 13, 2008
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